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1J=1N-m

§2 KINETIKK AV PARTIKLAR (NEWTON 2. LOV)

Konstantar: g = 9.81m/s> G =66.73-10""*m?/(kg - s*) 1hp=746W  rpm—rad/s: w = 7N/30

§1 KINEMATIKK AV PARTIKLAR

Rettlinja

dx dv dv
“a T a Vde
Konstant akselerasjon:
v =19 + at
T = Zo + vot + %atQ

v® = vg + 2a(z — x0)

Tre integrasjons-tilfelle:

a=f(t) /U:dv—/ota(t)dt

a= f(z) / vdvz/za(m)dw

a= f(v) / anZ) =t eller/v% ==z
Projektil

ar =0, ay=—g

z=(va)ot, y=(vy)ot—3gt°
Skra utskyting med vinkel a:

Uy = Vo COSCQ, Uy = Vpsina — gt
Bane-form (eliminert tid):

2
— 9z
: 2
Maks hegde: hmax = (UOZ&
9

Tangentiell og normal

dv v?
an = —

:E7 Py

@ =atés + anén

at

p = krumningsradius som passar best akkurat i det tidspunktet.

Krumningsradius for y = f(x):

(1 + (dy/dx)*)*"*
|d?y/dz?|

Radial og transvers (polar)
T=1é +rhé
@ = (i —r6%)é, + (rf + 2r)ég

Kartesisk «+> polar:

r=+/x?+y? tanf=y/x
T4 yy é_my—yg'c
ro r2

Translasjon-relativ

Kartetisk > F=ma,
Z Fy =may
Tang./norm. > F =ma,

ZF” =mv2/p

Z E. = m(i —r6%)
> Fy = m(rf + 2i0)

Radial/trans.

Angulzer bevegelsesmengde

Fullstendig definisjon er 3D:
ﬁo =7 xmiv, Ho= mr20
Ho =" o

2D (skalar, ut av planet, mot klokka = +):

Ho = m(zvy — yvs) z,y fr& rotasjonssenter

Ho = mvd d = vinkelrett avstand
(momentarm)
Ho = mrug vy = ro

= mrovsin ¢ @ mellom 7, ¢

Ho = mr20

Ho = Z Mo

Sentralkraft (konservering):
70 Mo Sin (o = M sin @
h = r?6 = konst

(sirkuleer form)
Mo = Z(wFu —yF)

Gravitasjon og banar

Ja GMm

T2
Ucirc = \/ GM/7'07 Vesc = V/ QGM/TO
Konisk seksjon: % = G;j;/[ (1+ecosb)

Periodetid (ellipse):
2mwab

=5 a=4(o+r), b=vion

GM = gR?® (R = planet-radius, g = overflate-akselerasjon)

T

Riord ~ 6370 km,  G'Mjoq = 3.99 x 10" m*/s”

Eksentrisitet fra initialverdiar (ved 6 = 0):
1 GM 1 _GM .,
70 h2’ r K2

1
Tmax = 7GM/}L2 —C (ved 6 = 180)

2
Bane-klassifisering: ¢ = on

< 1 ellipse, = 1 parabel, > 1 hyperbel.
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Sirkulzer bane — krefter

Doseringsvinkel (utan friksjon):

U2

tanf = —
gp

Sample 2.5 — rated speed pé sving.
Dosering med friksjon (maks fart):

V2ax _ tan0 4+ ps
gp 1—pstand

"Mister kontaktkriterium (konveks bane):
'U2 2
sz(g—;)z()ﬁvzgp

Klassisk topp-av-bakke / loop-the-loop minimumsfart.

§3 ENERGI 0G MOMENTUM (PARTIKLAR)

Arbeid U

U2 = F.dr

Tyngd: U = —mg Ay

Fior: Ui» = 3kat — Ska

Tyngd over store avstandar (rom): U;_,2 = GMm(i _1

Rotasjon: Uy = M - A6
Konstant kraft, rettlinja: U = F cosa - Ax

Kinetisk energi T

T, = %va
To=316"=110°
(I = massetreghetsmoment)

Potensiell energi V

Vy = mgy (nser bakken)
Vy = —=GMm/r (nar g # 9.81)
V. = Lka® (fr& avslappa lengd)

Effekt P

P:ﬁ%ﬂ 1 = Pu/Pmn
P=6-M (M = dreiemoment)

Impuls-momentum
mﬁ1+/ﬁdt:mﬁg
Stet (kort tid): ma + » | F At = mi
Stot (partikkel)

Direkte sentralt:

! !
MAVA + MBUB = MAVA + MBUR

vg — vy =e(va —vp), 0<e<1

e = koeffisient av restitusjon.

Skrastilt sentralt (n = stattlinja, ¢ = tangent):
(va)e = (Va)r, (vB)e = (Vp):

ma(a)n +mBWB)n = ma(va)n + me(Vs)n

(vB)n = (Va)n = e[(va)n — (vB)n]

Plastisk (e = 0): vy = v, KE-tap.
Elastisk (e = 1): KE bevart.
Energitap i direkte sentralt stot:

1 mamp

AT =—- —478
2 ma+ms

(va —vp)* (1-¢€)
Direkte formel — slepp & rekne T for/etter separat.

Stet mot fast vegg / uendeleg masse:

’v; = —evn, v, = | (tangensiell uendra)

Sprett-hogde i serie:
Ball droppa fra ho, koeffisient e: h,, = 2" ho.

§4 KINEMATIKK AV RIGID BODIES

Rotasjon om fast akse

Konstant vinkelakselerasjon:
w=wo + at

0 = 60y + wot + %at2

w? = wi 4 2a(6 — 6o)

Generell plan bevegelse

Nar A, B er pa same stive legeme:
U = U4 + @& X FB/A

UB/A =TB/AW

dp =da+dx7pma—wisa

(agja)t =ra, (apja)n = rw?
Momentanpol (IC, Instantaneous Center)

C = punkt med v = 0 akkurat no.

|AC| = avstand fra A til C (skalar).

WZLZ%V vp = |BC|-w

va,vp er storleikar av hastigheitsvektorane.

va L AC, U L BC (vinkelrett pa linjestykket til C).

Korleis finna C: Trekk normalar (vinkelrette linjer) pa v4 og s
giennom A og B. C er der dei kryssar.

Fungerer IKKJE for akselerasjonar — C flyttar seg over tid, sa
ac # 0 sjglvom v¢ = 0.

Roterande referansesystem (Coriolis)

Coriolis: @. = 20 X Tre
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§5 PLAN RORSLE — KREFTER OG AKSELERASJO-

NAR

Tre likningar:

ZFZ = Mags
ZFy = may
ZMG = Ja

For fast akse O (shortcut):
ZMO =Ioa, Io =1+ mi (Steiner)

Sentrale massetreghetsmoment

Lekam Akse I

Tynn stang L senter L TmL?

Tynn stang L ende L imL?
Skive/sylinder r symmetri-akse %mr2

Tynn ring r symmetri-akse mr?

Kule r gjennom senter %mr2
Kvadrat-plate b 1 senter imb?
Rektangel a x b 1 senter Lm(a® +b%)
Hol sylinder 71, 2 langsgaande Im(r? +1r3)

Steiner: Ip = I + m#>

(parallele akser, ein gjennom G)

Gyrasjonsradius (radius of gyration):
I= mEQ, Io = mk?g

§6 PLAN RORSLE — ENERGI 0G MOMENTUM

Kinetisk energi

Generell plan rarsle:
T= %mf}z + %fwz
Fast akse O: T = 1 Iow”

Rein translasjon: 7' = Jmv?

Arbeid av par
U2 = /Md9 = M(02 — 91) (kOﬂSt M)

Bevaring av energi

Th+Vi=T+ Vs
Ve =mgya, Ve=tka’

Effekt for par
P=Mw
Bevegelsesmengde

L=mé, He=1I

Fast akse O: Hp = Ipw

Impuls-momentum (Rigid body)

mis + [ 30 Fdt = mis
Ton+ [ Modt =T

Fast akse: Io w1 + / Z Mo dt = Io wo

Eksentrisk stot

Steg 1 — Identifiser konservert storleik:
Stetkraft i kontaktpunkt @ = Hq er bevart:

HfQDr _ Hgter

Steg 2 — Koeffisient av restitusjon:
Bruk KONTAKTPUNKT-hastigheiter, ikkje massesenter:

Kontaktpunkt-hastigheit:
Ukont = UG + & X Fkont/G
Perfekt plastisk (¢ = 0):
('Ull(ont,A)n = (vll(ont,B)n
(eller = 0 viss B er fast)
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Resiproke samanhengar Reglar
1 1 Konstant: % (c) = 0
seca = ——, csca=-—, cota= onsan.%(c)_
S O sin o tan o d
tana = w7 cota = C.OSOC Potens: df(il?n) = n:c"_l
os sin o €z

Konstant-faktor: (c f)' = ¢ f

Sum: (f+g) =f+¢

sinffa4cos*a=1 Produkt: (fg)' = f'g+ f¢

1+ tan® o = sec® o Kvotient: (f)/ _ fla—1d
g

2 2
1+ cot” a=csc” a

Pythagoras-identitetar

d , )
Kj L —_— x)) = x)) - T
Dobbel vinkel jerne: - f(g(x)) = f(9(2)) - g ()

Tabell — algebraisk

sin2a = 2sin acos «

cos 2o = cos? ;x —sin®a . f(z) f’(:r)
=2cos"a—1=1—-2sin"« c 0
2tan « _1
tan2a = ———— " -
1 —tan® « 1

Halv vinkel / kvadrat-omskriving: vz —

.2 1—-cos2a 2 1+cos2a 2¢/x
sina=———, costa=——"F— 1/ —1/x2

. sin 2« 1/:En 7n/xn+1
sinacos @ = 5

- - Tabell — exp/log
Trippel vinkel

: : 3 f(z) f'(=)
sin3a = 3sina — 4sin” « oF o
cos 3o = 4 cos® o — 3cos a ek P
Sum og differanse “ @ Ina
Inz 1/x
. . . 1
sin(a &+ 8) = sina cos 8 £ cos asin 3 log, e

cos(a =+ B) = cosacos B F sinasin

tan o & tan 8 Tabell — trig og hyperbolsk

t +8)= ——
an(a £ 6) 1 Ftanatan )
f(x) [(=z)
Sum til produkt sinx cos T
cosT —sinx
sina—f—sin,@:QSina;’Bcosa;”B tanx sec’z =1+tan’z
2
tx —cscT T
. . a+p . a—p co
sina — sin 8 = 2 cos 5 sin 3 sec sec tanz
cosoz—|—cos[3:2cosa;rﬁcosa;ﬂ esex fcslcx cot x
arcsin x —
cosozfcos,é’:f2sina;r'gsina25 \/1—141’2
arccos -
V1—x?
Produkt til sum arctan z 1
14+ 22
sinacos 8 = L[sin(a + ) + sin(a — B)] sinh z coshz
cosasin 8 = L[sin(a + ) — sin(a — B)] coshz sinh )
1 tanh x 1 —tanh”x
cos accos § = 5[cos(a + B) 4 cos(a — B)]

sinasin 8 = L[cos(a — B) — cos(a + B)]
Logaritmereglar

In(a-b) =Ina+1Inb

a
ln(E) =Ina—1nb
In(a®) =b-Ina
Inb
log, b= na
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§9 INTEGRASJON

Grunnreglar
/f(x)d:r:F(x)—O—C’
/ f(z)dz = F(b) — F(a)
/cdm =cx+C

xn+1

n+1
Spesialtilfelle: / 1 dzx = In ||
T

Potens (n # —1): /a:” dr =

Konstantfaktor: /cfdac = c/fda:

Sum:/(fig)dx:/fdxi/gda:

Substitusjon (omvendt kjerne)

flg())-g'(x)dz = [ f(u)du, u=g(z)
/ /

Sett u = "innerstefunksjon, du = ¢’ (x) dz, bytt om alt, integrér, bytt

tilbake.
Delvis integrasjon
udv=uv — /v du

LIATE-val for u (overst forst):
Log > Invers trig > Algebraisk > Trig > Exp

Strategi — kva for kva

1. Standardform? — tabell.
. Sum av enkle ledd? — bryt opp.

. Konstant foran? — utanfor.

Tabell — trig
f(@) [ f@ s
sinx —coszx
cosx sinz
tanx —In | cos z|
cotx In | sin z|
secx In |secz + tan z|
cscx —In|cscx + cot z|
2
sec” x tanx
2
csc” —cotx
secxtanx secx
cscxcotx —cscx
.2 r  sin2x
sin” x - =
2 .
2 xr  sin2x
cos” x —
2 4

Tabell — gir invers-trig

f@) [ f@ydo
! arcsi
—_— resin
V1—z2
1 t
_— arctan T
14 22
1 . (T
—_— arcsm(f)
2 — 12 a
1 T
—_ - arctan(f)
a? +1ac2 a a
T arcsec |z|
VT2 —

Tabell — hyperbolsk

. Funksjon + dens deriverte? — substitusjon.
. Produkt av ulike funksjonstypar? — delvis (LIATE).
. Rasjonal P(z)/Q(z)? — delbrgk-oppspalting.
. Trig kvadrat/produkt? — identitets-omskriving.

f@) [ f@do
sinh x cosh x
cosh x sinh x
tanh x In cosh z

0o N OO g~ WODN

. Symmetrisk intervall? —

Tabell — algebraisk

sjekk odd/even (kan gi 0).

F(@) [ f@)s
c cx

", n#—1 27:11

1/z In |z|

N §m3/2
NG Ve

Tabell — exp/log

f@) [ f@ s
e” e”
ekx %ekz
a” a’
Ina
Inx zlnz —x
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